Cours Il Mécanique du solide Diane Cabaret de Alberti

Cours III
Mécanique du solide

2 Cinétique des solides

2.1 Résultante cinétique (ou quantité de mouvement)

2.1.1 Définition

Définition :
On appelle résultante cinétique P d’un solide (S) la somme continue des quantités de mouvement
élémentaires des volumes mésoscopiques constituant le solide :

Pw = [[[V(M),,.dm (1)
T
Avec: P = Quantité de mouvement en kg.m.s™
T = Volume du solide en m?
viM) = Vitesse du point M en m.s™
m = Masse du solide en kg
Propriété :

On peut aussi écrire la résultante cinétique sous la forme :

P =mv(G),, (2)
Avec: P = Quantité de mouvement en kg.m.s™*
m = Masse du solide en kg
v(G) = Vitesse du centre de masse en m.s™
Démonstration :
dOM
Po =[5
dOG+GM
=g Am
dt (R)

dOG(R) ([ deM

ST E( wm.dmj

| —
=0 (R)

= m'V(G)(R)
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2.1.2 Résultante cinétique barycentrique

Propriété :

Dans le référentiel barycentrique (Rg), le centre de masse, G, est immobile par construction :
Py =0

Remarque :

- On obtient une nouvelle définition du référentiel barycentrique : référentiel dans lequel la
guantité de mouvement est nulle.

2.2 Moment cinétique

2.2.1 Définition

Définition :

On appelle moment cinétique en un point A d’un solide (S) par rapport a un référentiel (R), noté
LA(R)’
constituant le solide :

la somme continue des moments cinétiques élémentaires en A des volumes mésoscopiques

L, = [[JAM AV(M) ,.dm 3)
Avec: La = Moment cinétique en A en kg.m2.s" ou J.s
T = Volume du solide en m?
viM) = Vitesse du point M en m.s™
m = Masse du solide en kg

2.2.2 Formule de changement de point

Propriété :
On peut exprimer le moment cinétique en un point différent de A par la simple relation :

LA.(R) = LA(R) +A'AA P(R) (4)
Avec: Lp = Moment cinétique en A’ en kg.m2s™"
La = Moment cinétique en A en kg.m2.s™
P = Quantité de mouvement en kg.m.s™*

Démonstration :

A'(R)

Lo = [ITAM AV(M),,.dm

=m(A'A+ AM )AV(M)(R).dm
= ATAA [[[V(M).,.dm + [[[ AM AV(M),,.dm

=m/\ﬁ(m +f

A(R)
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2.2.3 Moment cinétique barycentrique

Propriété :
Dans le référentiel barycentrique (Rg), le moment cinétique est indépendant du point d’application :

Pr)=0 = L@, =Llig)=Lw

Remarque :
- Le moment cinétique dans le référentiel barycentrique est une grandeur intrinseque au

systéme.

2.2.4 Théoreme de Koenig

Propriété :
Le théoréme de Koenig nous donne une relation entre le moment cinétique d’un solide en un point A
par rapport a un référentiel (R) et le moment cinétique barycentrique :

LA(R) = I_(RG) + AG A Py (5)
Avec: La = Moment cinétique en A en kg.m2.s™
L = Moment cinétique barycentrique en kg.m2.s™

= Quantité de mouvement en kg.m.s™*

Démonstration :

E(R) - ”Im A W(R)'dm

- .m AM AL V(M) ) +V(G) i) + MG AQ .am

(R /R)

=0

= m.m A \W(RG).dm + m-m A \@(R).dm

=L, o, + [[[(AG +GM ) AV(G)r.dm

= L) + AG A @(R).mdm + .mmdm N @(R)

[N —
=6

= E(RG) + E A mv(G)(R)
= E(RG) + A—G AN 5(R)

Remarque :
- Cette relation permet de séparer le mouvement en deux : d’abord la contribution d{ au

mouvement d’ensemble (translation de (Rg) par rapport a (R)), puis la contribution di au mouvement
propre (mouvement de (S) dans (Rg)).
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2.2.5 Moment cinétique par rapport a un axe

Définition :
Soit un axe A passant par A et dirigé selon @ . Le moment cinétique par rapport a I’axe A est défini
comme la projection du moment cinétique en Asur A :

Ly = Laga U (6)
Avec: L, = Moment cinétique par rapport a I'axe A en kg.m2.s™*
La = Moment cinétique en A en kg.m2.s™
Q = Vecteur unitaire directeur de I'axe A
2.3 Torseur cinétique
Définition :
Le torseur cinétique est défini par :
P
C=<_.
LA (R)

2.4 Energie cinétique

2.4.1 Définition

Définition :
L’énergie cinétique d’un solide par rapport a une référentiel (R), notée, ECy,, estla somme continue

des énergies cinétiques élémentaires des volumes mésoscopiques qui constituent le solide :

1 — 2
By =5 m(v(M )(R)) dm 7)
Avec: Ec = Energie cinétique du solide en J
T = Volume du solide en m?
v(M) = Vitesse du point M en m.s™
m = Masse du solide en kg

2.4.2 Théoreme de Koenig

Propriété :

Le théoreme de Koenig nous donne une relation entre |'énergie cinétique d’un solide par rapport a
un référentiel (R) et I’énergie cinétique dans le référentiel barycentrique (Rg) :

1 . 2
EC, =ECk,, + Em(v(G)(R)) (8)
Avec: Ec = Energie cinétique du solide en J
m = Masse du solide en kg

v(G) Vitesse du centre de masse G en m.s*
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Démonstration :
1 — . N2
I [COMEL

=S () ., V(). ) m

1 — 2 1/——— 2 - .
5 [COMELREROM NI ELE TOMELROR

S

=ECq,, + % m (@(R) )2

2.5 Mouvements possibles d’un solide

2.5.1 Translation
Un solide en translation a les mémes éléments cinétiques par rapport a (R) qu’un point matériel fictif

confondu avec le centre de masse, G, ou serait concentrée toute la masse du systeme.

2.5.1.1 Résultante cinétique
Pr = m.V(G)(R)

2.5.1.2 Moment cinétique

—

L, e, = AG A Py = AG AMN(G),,

A(R)

Démonstration :

ITA(R) - j.”m A \/(—Mj(R)'dm

= jﬂm /\\@(R).dm car v(M )(R) = V(G)(R)

= [[[(AG +GM ) AV(G) ,.dm

- (AG AV(@),, ) [fem + [[GM i AV(S),,

%f_/
=0

= AG AMV(G) 4,

2.5.1.3 Energie cinétique

ECp, = % m(\@(R) )2
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Démonstration :

Gy =5 7 (vCM),, )

:% I!j(@(R))Z.dm

:%m(\@(m )2

2.5.2 Rotation autour d’un axe fixe
Soit un axe fixe A passant par le point O, origine du repeére et dirigé suivant @ , vecteur unitaire. La

distance du point M appartenant au solide (S) en rotation autour de I'axe fixe A a I'origine du repére
est notée OM = r. La projection du point M sur I'axe fixe est notée H. Le vecteur rotation instantané
peut alors se mettre sous la forme :

Q.. =Qu,

(Rs/R)

2.5.2.1 Résultante cinétique

P(R) = mrQ.ug

Démonstration :
Pr = m.v(G)(R)

(Rs/R)

=m| v(0),,, +GO A O
%K_J

= mQ(G_—O' A E)

=mrQu,

2.5.2.2 Moment d’inertie

Définition :
On appelle moment d'inertie d'un solide (S) par rapport a un axe A la quantité :

2
J, :ﬂ HM 2.dm 9)
Avec: I = moment d’inertie du solide en kg.m?
T = Volume du solide en m?
m = Masse du solide en kg

Remarques :
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- Le moment d'inertie d'un solide par rapport a un axe est une caractéristique de la
répartition de la masse du solide, c'est une caractéristique intrinséque du solide qui ne dépend donc
pas du mouvement du solide, ni du temps. Il est d'autant plus grand que la masse est éloignée de
I'axe A.

- De part sa définition, le moment d'inertie est toujours positif

5 Exemples :
Moment d’inertie d’une tige rectiligne, de 1
section négligeable, de longueur 2b et de JA ==-mb?
masse m, par rapport a sa médiatrice A 3
Moment d’inertie d’un cerceau de section
négligeable, de rayon R et de masse m, par J, = mR?
rapport a son axe A
Moment d’inertie d’un disque, ou d’un cylindre 1
plein, de rayon R et de masse m, par rapport a JA = _-mR?
son axe de symétrie A
Moment d’inertie d’une sphére creuse, de 2
rayon R et de masse m, par rapport a son J, == mR’®
diametre A 3
Moment d’inertie d’une sphére pleine, de 2
rayon R et de masse m, par rapport a son J, == mR’®
diametre A S

2.5.2.3 Moment cinétique
On peut calculer le moment cinétique par rapport a I'axe A et le moment cinétique en O :

Ly =J,Q2
Lo = 9.2 — J[[ (OH Qe oy ) HM dm (10)
T
= Ly U, — [[J(OH Qg 1y ) HM .dm
T
Avec: L, = Moment cinétique par rapport a I'axe A en kg.m2.s™
Ja = moment d’inertie du solide en kg.m?
Q = Vecteur rotation instantanée en rad.s™
Lo = Moment cinétique en O en kg.m2.s™
m = Masse du solide en kg
Q = Vecteur unitaire directeur de I'axe A
Remarque :

- Le moment cinétique au point O est composé de deux termes, I'un paralléle a I'axe A et
|"autre perpendiculaire. La composante perpendiculaire peut s’annuler dans deux cas : si A est un axe
de symétrie du solide (S) ou si le plan passant par O et perpendiculaire a A est un plan de symétrie de
(S). Alors, le moment cinétique en O s’écrit :
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LO(R) A (R /R)

Démonstration :

mom AV(M) ,,.dm

O(R)

= [[JOM A (Q, 1y AOM }.dm

= [[[(OM.OM )@, ., ~(OM . ., JOM .dm

(Rs/R)

= [[f(OH + HM) .dm.gm—m(OH.Q(R 1 )(OH +HM ).dm

=(OH) (R,R)”jdm+2m<OH HM)de(R,R)+m(HM) amQy,

~(OH) Oy f[fam - m(OH.(Z(RS,R)).HM.dm

=3,Q m(OH Qe iy )-HM dm

A(R) LO(R) A

(J Qe m(OH Qe )-HM dmj

=J,0
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