Equations de Maxwell

Equations de Maxwell

1 Principe de conservation de la charge

Principe de conservation de la charge électrique :
La charge électrique est une grandeur conservative. Ce principe se traduit par I’équation locale :

o E 8,0
divij+—=0 1
J ot (1)

2 Equations de Maxwell dans le vide

2.1 Formes locales

Le champ électromagnétique est caractérisé par un couple de vecteurs noté {E,E} ou E est le
vecteur champ électrique (V.m™) et B est le vecteur champ magnétique (T).
Ce champ électromagnétique créé au point M a l'instant t t par la distribution {p]} est régi par les

guatre équations de Maxwell dans le vide :
- Equation de Maxwell-Gauss (MG):

divE =2 (2)
€0

- Equation de Maxwell-Ampeére (MA):

s OE
FOtB = 14 ) + 148y at (3)

- Equation de Maxwell-Thomson (ou flux) (MT):
divB=0 (4)
- Equation de Maxwell-Faraday (MF):

roie =28 (5)
ot

2.2 Formes intégrales et interprétation

2.2.1 Equation de Maxwell-Gauss
L’équation de Maxwell-Gauss exprime la validité générale du théoréme de Gauss :

= T (e Qint L=
g‘;JISE-ds=j£jd.v(E)dr=g—o=w§dr o dlszi

Green—Ostrogadsky

2.2.2 Equation de Maxwell-Ampere
En régime permanent, on a introduit le théoreme d’Ampere, dont la formulation locale est :

§8-0i = [[roi(B) 05 =gl = [0 05 = = 101(8)= o]
r S S

Stokes

On introduit donc un courant fictif nommé densité de courant de déplacement E tel que :
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(= = " -~ aE
rot(B)= + avec =&y —
(B)=s(i+io) o =%

Sa signification physique est la suivante : un champ électrique dépendant du temps est, au méme

titre qu’un courant, une source de champ magnétique.

L’équation de Maxwell-Ampeére exprime la forme généralisée du théoreme d’Ampeére :
= - B . oE
rotB_yOJ+y050§ = ?B-dl _y0£j(1+ jD).dS avec jp _SOE

2.2.3 Equation de Maxwell-Thomson

L’équation de Maxwell-Thomson exprime le caractére conservatif du flux magnétique en régime

variable : @@Ezﬂjdiv(g)drzo < divB=0
s v

Green—Ostrogadsky

2.2.4 Equation de Maxwell-Faraday

L'équation de Maxwell-Faraday exprime qu’un champ magnétique dépendant du temps donne
naissance a un champ électrique a circulation non conservative. Cette équation rend compte du
phénomeéne d’induction électromagnétique :

ez?ﬁaijfot(ﬁ)ﬁ=_Z_?=_%jsj§.@=g[_§jﬁ o ﬁE:-%

2.3 Equations de Maxwell dans une région vide de charges et de courants
Dans le vide, en absence de charges et courants, on peut simplifier les équations de Maxwell tel que :

(MG) divE=0 (MA) roiB = e, o

ot

. (6)
- —.— 9B

(MT) divB=0 (MF) rofE=——

3 Approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS)

3.1 Conditions de validité

Définition :

On appelle approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS) I'étude de I'électromagnétisme
dans le cas ou les temps de propagation sont négligeables devant la période des signaux.

Si I'on note 7 le temps de propagation du signal et T la période, alors ’ARQS est applicable
siTT.

3.2 Equations de Maxwell dans un conducteur, dans le cadre de I'’ARQS

Dans les conducteurs, le courant de déplacement est négligeable devant le courant de conduction :

J3o] < i] )
Dans un conducteur et dans le cadre de ’ARQS, I'équation de Maxwell Ampére s’écrit :
(MA) rotB=j (8)
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3.3 Cas particulier des régimes stationnaires (ou permanents)

(MG) divE=2%

&0
(MA)  r0tB =1 ] (9)
(MT) divB=0

(MF) rotE=0

3.4 Equation de Poisson et équation de Laplace de I’électrostatique

Equation de Poisson :
L’équation locale reliant potentiel et densité volumique de charge, appelée équation de poisson,
s'écrit :

AV +L -0 (10)
&g

Equation de Laplace :
Dans une région sans charges, I'équation de Poisson se simplifie en :
H AV =0 (11) |
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5 Opérateurs différentiels

5.1 Le gradient

5.1.1 Définition

Définition :
Le gradient permet de construire un champ de vecteur a partir d’'un champ scalaire.
En coordonnées cartésiennes, il est donné par:

ot (p-(Fo ()

Interprétation physique :

Le vecteur grad (m) est normal aux surfaces de niveau (m = constante). Il est dirigé vers les valeurs
croissantes de m.

Remargue :
En conduction thermique : j,, =—Agrad (T)

En électrostatique : E =—grad (V)

5.1.2 Champ de gradient

Définition :
Un champ de vecteur a est dit champ de gradient si il existe une fonction scalaire m telle que :
a=—grad(m)

m est appelé potentiel scalaire du champ a et est défini a une constante additive pres.

Propriété :

Pour tout contour fermé, on a: gﬁéa =0
T
Remarque :

En électrostatique : E =—grad V) = qSEa:O
r

5.2 Ladivergence

5.2.1 Définition

Définition :
La divergence permet de construire un champ scalaire a partir d’'un champ de vecteur.
En coordonnées cartésiennes, elle est donnée par :

(332

Interprétation physique :

Le signe de la divergence de a calculée au point M est lié au caractére convergent ou divergent des
lignes de champs a partir de ce point.

Remarque :

En mécanique de fluide : écoulement non divergent si div(g) =0
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5.2.2 Théoréme de Green-Ostrogradsky

Théoréme de Green-Ostrogradsky :
Soit une surface fermée S limitant un volume fini V a l'intérieur duquel est défini un champ de

vecteur a . Siles dérivées partielles de a sont bornées dans V alors : (ﬂ)é@ :I”(divé)dv
S v

Interprétation physique :

La divergence représente le flux sortant d’une surface fermée localement par unité de volume.

Remarque :
En mécanique de fluide: un écoulement stationnaire et incompressible est aussi appelé non

divergent, en effet : qﬁfﬂﬁ =0 ouencore div(\7) =0
S

5.3 Le rotationnel

5.3.1 Définition

Définition :
Le rotationnel permet de construire un champ de vecteur a partir d’'un champ de vecteur.
En coordonnées cartésiennes, il est donné par :

- oa, \— — (oa —
rot(a)= %, %y ux+(aa"—aaz uy + By _ %, u, (3)
oy oz 0z OX ox oy

Interprétation physique :

Il exprime la tendance qu'ont les lignes de champ d'un champ vectoriel a tourner autour d'un point.
Remarque :
En mécanique de fluide : écoulement non rotationnel si ﬁ(\?) =0

Moyen mnémotechnique :

e, € &

. . . - = 0 0 0

Calcul de déterminant (coordonnées cartésiennes) : rot(a) =l— — —
oX oy oz

a, a, a,

5.3.2 Champ de rotationnel

Définition :
Un champ de vecteur b est dit champ de rotationnel si il existe un vecteur a tel que : b= ﬁ(a)

a est appelé potentiel vecteur du champ b et est défini a un gradient pres.

Propriété :

Pour toute surface fermée, on a : #B@ =0
s

Remarque :
En magnétostatique : #gﬁ =0
z

5.3.3 Théoréme de Stokes

Théoreme de Stokes :
Soit une surface ouverte S s’appuyant sur un contour fermé C dans une région de I'espace V ol est
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défini un champ de vecteur a , alors : qsa-a =Hr?t(é)-£
C S

Interprétation physique :

Le rotationnel représente la circulation le long d’un contour fermé localement par unité de surface.

5.4 Lelaplacien

Définition :
Le laplacien permet de construire un champ scalaire a partir d’'un champ scalaire.
En coordonnées cartésiennes, il est donné par :

o’m o’m 8’m
- S5 E ©

Le laplacien permet aussi de construire un champ de vecteur a partir d’'un champ de vecteur.
En coordonnées cartésiennes, il est donné par:

Z(é)z(Aax)€+(Aay)§+(Aaz)g (5)

Interprétation physique :

L'équation de Laplace Am = 0 traduit le fait que la solution m est toujours égale a sa moyenne prise
sur un voisinage. Par exemple, la hauteur d'une membrane attachée par son bord satisfait I'équation
de Laplace. Ceci traduit le fait que la hauteur de la membrane en un point est toujours égale a la
moyenne des hauteurs sur un petit cercle centré en ce point.

2

o'm

Si m ne dépend que de x, alors Am =[Fj = m=ax’+bx+c
X

5.5 Identités vectorielles

(6)
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