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Propagation

1 Equation de propagation du champ électromagnétique
Dans le vide, en absence de charges et courants, on peut simplifier les équations de Maxwell tel que :

(MG) divE=0 (MA) rofB = e, o

ot

. (1)
- —._. 0B

(MT) divB=0 (MF) rofE=-—"

Alors, pour le champ électrique, en utilisant I'’équation de Maxwell-Faraday :
. 0B
rot(rotE)zrot -—

ot

gm[divﬁj_xﬁz_g(m)
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Propriété :

Dans le vide, dans une région sans charges ni courants, les champs électrique et magnétique

satisfont la méme équation de propagation ou équation d’onde, appelée équation de d’Alembert :
2F 20

0°B =
AE_IUO‘QO?:O et AB—,UOSO?ZO (2)

Remarque :
1

\ oo

L’onde électromagnétique se propage donc dans le vide a la vitesse de la lumiére. On retiendra :

=3.10°ms™

Dans le vide, la vitesse de propagation de 'onde est égalea: C=

1 0°E = —— 10°B
~%=--0 et AB-—=2~
c? at? c? ot?

Il
(@)

(3)

e’ =1 = AE -

2 Onde plane dans I'espace vide de charge et de courant

2.1 Résolution générale d’'une équation d’onde scalaire a une dimension

2.1.1 Onde plane progressive (OPP)

Définition :
On dit qu’une onde est plane si, a chaque instant, la fonction s(x,y,z,t)a la méme valeur en tout

point d’'un plan perpendiculaire a une direction fixe définie par un vecteur unitaire n et appelée
direction de propagation.

Définition :
L'onde plane est de plus progressive quand le signal se propage dans un sens déterminé.

2.1.2 Solutions de I'équation de propagation

Propriété :
Les solutions de I'’équation de propagation unidimensionnelle selon X peuvent s’écrire comme la
superposition de deux ondes planes progressives :

2015/2016 Diane Cabaret de Alberti 1




Propagation

2220 = sxt)=f,(x=vt)+ f,(x+vt) ou s(x,t):fl(t—§j+f2(t+§j
\" \" Vv

Remarque :

X L . . .
fl(x—vt) et fl(t——j : propagation a la vitesse v suivant les X croissants
'

X . N . . , .
f, (x+vt) et f, (t +—j: propagation a la vitesse v suivant les X décroissants
v

2.2 Solutions de I'équation de propagation du champ électromagnétique
sous forme d’ondes planes progressives

2.2.1 Equation de propagation unidimensionnelle

On suppose que nos champs ne dépendent que de la coordonnées cartésiennes, X, alors :
®E 1 0*E - #®B 10°B -
o o 0 e ea
Les solutions peuvent donc s’écrire sous la forme de la superposition des deux ondes planes

progressives telles que : Eza(t—ij+€2(t+ij et Eza(t—§j+§2(t+ij
c c c c

Pour simplifier les calculs futurs de ce cours, on suppose que la propagation se fait selon les x
croissants, ce qui donne :

2.2.2 Transversalité des champs
D’aprés I'équation de Maxwell-Gauss : (MG) divE =0

Alors : o, +6Ey +aEZ =0 = o, =0 or %k, __1% =0 = E,=cte
oy oz OX OX c ot
On suppose qu’il n’y a pas de champ statique, alors E, =0.
De méme, on a d’apreés I’équation de Maxwell-Thomson : (MT) divB=0 = B, =cte=0
Propriété :

Les champs électrique et magnétique n’ont pas de composantes suivant la direction de propagation.
Les vecteurs sont perpendiculaires a la direction de propagation, on les qualifie de transverses.

2.2.3 Relation entre les champs
D’apres I'équation de Maxwell-Faraday, on a aussi :

I B oB oB oE
roth—iEB = LS N et v 9B _ 5B

ox ot ox x ot ox
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Alors, en intégrant : E, =—cB, +cte=—cB, et E =cB,+cte=cB, = |B, |=—|-E,

z y

On peut traduire ces deux expressions par une seule expression vectorielle :
—~ 1 . 1= -
B==(-E,u, +E,U,)=u AE
c c

Propriété :
Pour une onde plane progressive de direction de propagation donnée par le vecteur unitaire n, les
champs électrique et magnétique forment avec la direction de propagation un triedre direct.

B=-nAE (4)
(o

direction de
propagation

2.3 Aspect énergétique

2.3.1 Densité volumique d'énergie électromagnétique
Le champ électromagnétique transporte une densité volumique d’énergie égale a :

2
u :lgoE2 +EB_:£gOEZ +£(90E2 :(90E2
2 2 1, 2

La densité volumique d'énergie électromagnétique est équirépartie entre terme électrique et terme

magnétique.

2.3.2 Puissance volumique cédée par le champ aux porteurs de charge
La puissance volumique cédée par le champ aux porteurs de charge est nulle car on se trouve dans
une région sans charges ni courants.

2.3.3 Vecteur de Poynting

Propriété :

Le vecteur de Poynting, représentant la densité surfacique de puissance rayonnée, est dirigé dans la
direction de propagation de I'onde plane donnée par n. Ainsi, I’énergie d’une OPP dans le vide se
propage a la célérité,c.

N

I =cg,E2n=cun (5)
Ho

E

T _ direction de
O Il propagation
" >
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3 Onde plane progressive monochromatique polarisée
rectilignement

3.1 Retour sur I’équation d’onde scalaire

Définition :
Une onde plane progressive est dite monochromatique si c’est une fonction sinusoidale de
fréquence f (ou pulsation®). Une OPPM se propageant a la vitesse v selon la direction donnée

par un vecteur unitaire n s’écrit sous la forme :

5(x,Y,2,t)=s, cos(at—K -1+, ) (6)

Elle est caractérisée par : - sa pulsation, @, ou sa fréquence, f , ou sa période temporelle, T :

w=2xf=" (7)

k=""n== (8)

Elle présente une double-périodicité temporelle de période T et spatiale de période A.

Remarque :
I représente le vecteur position tel que : r =OM =xu, + yu, +2zu, en coordonnées cartésiennes.

3.2 Application au champ électromagnétique
Les champs se mettent alors sous la forme :

Egy COS(@t —k -+ ¢y, ) By COS (ot —K T+ 'y, )
E= EOyCOS(a)t—R-F+(pOy) et B= Boycos( +€00y)
E,, cos(a)t—R-FJrgooz) B,, cos(a)t—k-r+go'oz)

Pour un champ électrique polarisé rectilignement suivant Oy, cela donne :

E= Eoy COS(a)t—R-F+¢Oy)uy

Alors : Ezlﬁ/\Ezi—n/\E——k/\E le triédre(R,E,g) est direct
C w C

k. E
K 0 - Za)oy cos (@t —kx+ g, )
- 1

Et : :lﬁ ==k, [A Eoycos(a)t—kXJrquy) = 0
w w
K, 0 K Eoy

- cos (@t —kx + gy, )

Propriété :

Pour une onde plane progressive monochromatique de direction de propagation donnée par le
vecteur unitaire n, les champs électrique et magnétique sont transverses. lls forment avec le vecteur
d’onde un triedre direct.

B-lKkAE (9)
(0]
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Une onde
électromagnétique
est 'association
d’'un champ
magnétique et d’'un
champ électrique

=

Champ magnétique

==

7

La longueur d’onde
est la distance entre
deux crétes de
I'onde. L'onde
interagiraavec la
matiére qui
correspond a cette
longueur d'onde

\ Champ électrique

@ Je comprends.. Enfin! 2010
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Quelques valeurs de fréquence et de longueur d’onde pour les ondes électromagnétiques :

© Je comprends.. Enfin! 2010

Type d'onde

Longueur d’'onde moyenne

Taille approximative de
I'onde

ma
plusieurs
milliers de
km

7450m a 400nm a

1mm T450m 400nm Som 4 Yonem <om
- @ e
405Thz & 750THz & WPHz & 30EHz & o
300GHz 05THz 750THz 30PHz

r vE

3.2.1 Notation complexe
Pour une OPPM, le champ électromagnétique peut s’écrire a 'aide de la notation complexe tel que :

BOXeicﬁ'oX
E-Ee'™™) awc E, - E,e' | et B= Be'™*) avec B = By,
B o o B Bozej(ﬂ'oz
Pour un champ électrique polarisé rectilignement suivant Oy, cela donne :
_ K, EOy ei%y
. . @
E-Ee' ™) aec E - E,e'u, et B= Be' ™) avec B = 0
@ej%v
0]

On peut aussi simplifier les équations de Maxwell sous la forme :
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MG) k-E=0 (MA) kaB=-2E
(MG) k-E (MA) kAB = (10)

(MT) k-B=0 (MF) kAE=wB

Remarque :
k-E=0 = kest perpendiculaire a E
La structure d’une OPPM s’en déduit immédiatement : R-E =0 = Kkest perpendiculaire éE
KnE=wB = B=CAE
1)

Propriété :
Dans le vide, dans une région sans charges ni courants, le modéle de 'OPPM conduit a la relation de
dispersion :

k =

< (11)
C

3.3 Aspect énergétique
On se propose de regarder comme évolue les considérations énergétiques pour une OPPM se

E = Eq, cos( @t —kx+ gy, Ju,
propageant selon les x croissants et polarisée selon Oy :

B =%cos(a)t—kx+(poy)uz

3.3.1 Densité volumique d'énergie électromagnétique
Le champ électromagnétique transporte une densité volumique d’énergie égale a :

U=5E? = 5EZ, cos’ (ot —kx+ g, )
2
50E0y

Les détecteurs sont le plus souvent sensibles a la valeur moyenne de I'énergie qui est : <u> = >

3.3.2 Vecteur de Poynting
Le vecteur de Poynting s’écrit alors :

—~ EAB 1 — -
M=-—""=—""EZ cos*(wt- X+ @y Uy =G, €0s? (ot —kx+ gy, ),
Mo HoC
— CgOEgy —
Sa valeur moyenne est alors de : <H> = Tux

4 Etats de polarisation d'une onde plane progressive
monochromatique

4.1 Polarisation elliptique

Définition :
La polarisation d'une OPPH est définie a partir de son vecteur E, comme la nature de la courbe

décrite par I'extrémité de E dans un plan d'onde. Par convention, I'observateur est supposé faire
face au champ électromagnétique qui progresse donc vers lui.

Pour une propagation selon les X croissants, il est commode de se placer dans le plan x=0 et de

décrire I'’évolution du vecteur E dans ce plan.
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En choisissant convenablement, une origine des temps, on 2 A
peut se ramener aux expressions suivantes : E,
0 = 7
. ; /E Lo
E=1 E,=Eycos(wt) avec p=¢, -9, ;f/B'."x /g
E, = Ep, cos(at — ) [ Ey,

On reconnait la représentation paramétrique d’une ellipse qui SN
donne I'état de polarisation le plus général d’'une OPPM.

Polarisation elliptique

m<e<-f2our/2<p<n -mf2<@<0oul<p<m/2

droite gauche droite gauche

4.2 Polarisation circulaire

L'ellipse précédente devient un cercle si les vibrations sur les Polarisation circulaire

deux axes ont la méme amplitude et sont en quadrature |'une B
¢ =-1/2 ou +1/2

par rapport al'autre: ¢ == % et Ey =Ey 7

4.3 Polarisation rectiligne

Lellipse précédente devient une droite si les vibrations sur les Polarisation rectiligne
deux axes sont en phase ou en opposition de phase 'un par
rapport a l'autre : ¢p=00u 7.

Un champ électrique polarisé rectilignement est toujours z
colinéaire a une méme direction donnée. N

@=0ouztm

4.4 Mise en évidence d’une polarisation rectiligne

4.4.1 Production de la polarisation rectiligne

On utilise un polariseur. C'est un systeme optique possédant deux directions privilégiées. L'une
d’entre elles, appelée axe de transmission, est telle que le polariseur transmet la composante du
champ électrique incident paralléle a I'axe de transmission. La seconde perpendiculaire a la premiéere
et est appelée axe d’extinction, le polariseur arréte la composante du champ électrique parallele a
cette direction.
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On place donc ce polariseur

. Polarisateur
devant la source de lumiere. La ) vertical)
oy . Faisceau L
lumiére sortant du polariseur lumineux
sera polarisée rectilignement ’ /\/\/\
llel 3 la direction d ) V. _V
paralléelement a la direction de _ ). Y —
I’axe de transmission. f Vi o> \/\U/
/ LN \
\
." Ondes lumineuses
Source polarisées verticalement
lumineuse

4.4.2 Mise en évidence de la polarisation rectiligne
On place maintenant un autre polariseur a la suite du premier. Ce second polariseur sera nommé
analyseur. Les axes de transmissions respectifs des deux polariseurs forment entre eux un angle « .

Si 'on nomme nj la direction de polarisation du champ électrique E apres le premier polariseur et
nj la direction de polarisation du champ électrique Ej apres l'analyseur, alors :

E =Eu, et E,=E,u,=Ecosau,

Ainsi, si a =% le champ électrique a la sortie de I'analyseur est nul.

On peut ainsi mettre en évidence de maniére tres simple une polarisation rectiligne.

5 Réflexion sous incidence normale d'une OPPM polarisée
rectilignement sur un plan conducteur parfait

5.1 Modele du conducteur parfait

Définition :
Dans un conducteur parfait, la conductivité est trés grande et on la consideére infinie :
y—>+0 = E >0, p—0, B—0, ]=6

5.2 Relation de passage entre deux milieux
On considére une interface entre deux demi-espaces indicés 1 et

2 et 'on note N2 la normale en un point M de cette surface,
orientée du milieu 1 vers le milieu2. On définit deux points M, et

M, dans chaque demi-espace au voisinage du pointM . 1

X M,

Soit O'(M) la densité surfacique de charge au point M, la relation suivante résume la relation de

T . = = a(M)-
passage du champ électrique a la traversée de la surface : E(MZ)— E(Ml) = N2

&
Soit j:(M) la densité surfacique de courants (A.m™) au point M, la relation suivante résume la

relation de passage du champ magnétique a la traversée de la surface:
B(M,)—B(M,) =t j. (M) AT

5.3 Onde incidente
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Soit une onde électromagnétique incidente polarisée v
rectilignement selon Oy se propageant dans le vide dans une
P Conducteur
: parfait

||

région sans charges ni courants selon I'axe Ox croissant dans
le demi-espace x<0.En x=0, dans le plan Oyz, se trouve un

[

conducteur parfait. Pour simplifier I'étude, on suppose sa
phase a l'origine nulle.

E; = Ey; cos(at —k;x)u,

. E. .
B =—"cos(awt—k;x)u,
c
E _ EOiej(wt—kix)q
En utilisant la notation complexe, 'onde incidente se met sous la forme :

gi _ Eej(wt—kix) LT

z

5.4 Onde réfléchie

Or, dans le conducteur parfait le champ électromagnétique est nul. Mais il doit aussi respecter la

x=0)=—"u,

relation de passage suivante : E 4 (X=0) = Eong part (
€

Ce qui donne en projetant selon Oy : Eq. (X =O)®—6=6

On note que la densité surfacique de charges est donc aussi nécessairement nulle : o =0.
Le champ électrique doit donc aussi étre nul en tout point du vide a proximité de la surface x=0. Il
faut donc qu’a I'onde incidente se superpose une autre onde, appelée onde réfléchie.

— — = i(@t—k.x)

E, = E,, cos(awt—k,x)u E, =E, e/ ¥y
, el L ) . r or r y _r y
L’onde réfléchie s’écrit sous la forme : =

B= By, cos(a)t - er)lI gr - BOrej(wt—k,x)u

z

Que ce soit I'onde incidente ou I'onde réfléchie, les champs se propagent a la méme vitesse dans le
vide avec la méme pulsation et possédent donc le méme module du vecteur d’onde. L'onde réfléchie
se propage selon les x décroissants, on a donc :

= _ j(at+kix)
B E, =E,e uy

kr :_E = K ) . . _ o _ B
5 — ﬁ A Eorel(mt+ki><)u — _%ux A Eorej(a)tJrkix)u iej(wukix)uz

y y -

c
Pour trouver les relations entre les amplitudes des champs incidents et réfléchis, il faut réutiliser la

relation de passage en x=0 : %(XzO)zE(X=0)+E(X=O)

(E(X:O)+E(x:0))—6:—%@

Ce qui donne en projetant selon Oy : E(X =O):—E(X =0)

Le champ électrique est donc entierement réfléchi avec un déphasage de 7 :

EOreJ'(ax)E:_EOiej(wt)q = E,=-E;, = E:_Emej(a;ﬁkix)uy

Eor i(otekx)—  Eoi - j(otk)—
Or ej(cot+k,x)uZ ziej(amk,x)uz

Alors, on a pour le champ magnétique : BT =—
— C
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E, =—Ey; cos(at +kx)u,

Soit aufinal : ¢ = .
B, =%cos(a)t+ kix)u,
Propriété : y
La réflexion d’une onde électromagnétique sous incidence
normale sur un conducteur parfait est une réflexion totale E
avec un déphasage de 7 du champ électrique et un iL Conducteur
déphasage nul pour le champ magnétique. Il n’y a pas de B PRl
charges surfaciques. — 0 g’

|5

5.5 Superposition des ondes incidente et réfléchie
La superposition des deux ondes incidentes et réfléchies donne :

Euce = Ei + E, = Eqe! ) — By~ Bl (e % —e ™ Ju, = -2jEye! sin(kx)u,

vide

D’ou en notation réelle : E = 2E,;sin(at)sin(k;x)u,

Et pour le champ magnétique :

By wn—  Eo itk —  Eoi i/ —iee oy —  2Eg -
B=B +B, =0ty "y 20 glletehx)y " 20 glet (e Jox +e‘k'x)uZ =" el cos(kx)u,
- = ¢ c c c
. 2E. .
D’ou en notation réelle : B =—""cos(at)cos(k;x)u,

c
Les dépendances spatiale et temporelle sont séparées : I'onde résultante est une onde stationnaire.
L’onde ne se propage plus. Elle oscille sur place.
Les champs électrique et magnétiques restent orthogonaux mais sont en quadrature spatiale et
temporelle (déphasage de m/2).

iy

En certains points (appelés nceuds de vibrations), le champ est tOUJours nul. Ainsi, pour le champ
électrique : HE”zO = sin(kx)=0 = kx,=nz neZ

Or, d’apreés la relation entre le vecteur d’onde et la longueur d’onde :

27 2 A
k=— = —X, =Nz = X,=n—
A A 2
La distance entre deux noeuds successifs est /2.
En d’autres points (appelés ventres de vibrations), 'amplitude de vibration est maximale. Ainsi, pour

le champ électrique : “Euzmax = sin(kx)=+1 = kixv=(2n+1)% neZ
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zfxv =(2n +1)% = x =(2n +1)%

La distance entre deux ventres successifs est 1/2 et la distance entre un nceud et un ventre
successif est A/4. Les nceuds du champ électrique sont les ventres du champ magnétique et vice-
versa.

|Lu|ul le B ventre ||1

\/\/\
SN R

5.6 Aspect énergétique

. . o — — —\  cgE?

Le vecteur de Poynting associé a 'onde incidente est : IT; = chEiZuX = <Hi > = %
— — —\  cgE?
Le vecteur de Poynting associé a 'onde réfléchie est: T, =—cg, Efux = <Hr> = %

Toute I'énergie véhiculée par I'onde incidente se retrouve dans I'onde réfléchie. Le métal parfait ne
dissipe pas d’énergie et la réfléchit totalement : c’est un miroir idéal.
En particulier, 'onde stationnaire résultante ne transporte pas d’énergie :

ﬁ:ﬂio(ZEOisin(a)t)sin(kix)u) (Z—COS(a)t)cos(kix)LTz)=E—;"Csin(2wt)sin(2kix)LTx
= <ﬁ>=6

5.7 Courant surfacique
La relation de passage en x = 0 pour le champ magnétique est donnée par :

Bl (X=0)~ By (x=0)= 15 (1)

Son application donne :
(§i(x=0)+B(x o)) 0= (EO'e'<“’t)@+5ej(”)lj=2'§°ie(‘”t)u = tpUy A Jg =
— c c c

TS: 2E,, ej(“’t)@
HoC

Interprétation physique :

La réflexion d’une onde plane progressive monochromatique sous incidence normale sur un plan
conducteur parfait induit ainsi un courant surfacique non nul de méme direction que le champ
incident. En effet, les électrons sont mis en mouvement par le champ électrique. Ces courants sont a
leur tour une source du champ électromagnétique, ils sont a I'origine du champ réfléchi. Ceci
explique que le champ réfléchi soit de méme pulsation que le champ incident. Ces courants
engendrent exactement le méme champ dans la partie x>0 qui se propage selon+Ox . Mais ce
champ est en opposition de phase avec le champ incident, ce qui explique la nullité du champ
résultant dans le conducteur parfait.
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6 Applications aux cavités a une dimension

6.1 Position du probléme

On considére une cavité vide taillée a I'intérieur d’'un conducteur

parfait entre les abscisses x=0 et x=a. Un émetteur engendre

en continu une onde électromagnétique arrivant en incidence y
normale sur la face x=a. L'onde est alors réfléchie; elle se
propage en sens inverse jusqu’a rencontrer |'autre face x=0. rT
Elle est a nouveau réfléchie et le processus se répéte
indéfiniment. On comprend alors que I'onde résultante possede
une structure stationnaire, vu la superposition d’ondes
progressives de sens de propagation opposés et de méme
amplitude.

6.2 Expression du champ électrique
On peut repartir de 'expression trouvée 2 la partie précédente : E = E, sin (et )sin (kX)LTy

Il reste a vérifier les conditions aux limites, par application des relations de passage suivantes :

en x=0 : (E(x=0))-0=E,sin(at)sin (k0)u, =~u, =0
&y
en x=a : (E(x=a))-0= E,sin (wt)sin (ka)u, = ——u, =0
€
La premiere relation est déja vérifiée. En partant de la seconde, on arrive a :

sin(ka)=0 = k,a=pzr peN = kp:M peN
a

L

Or, on peut relier k a @ par: on =Ckp = peN

Donc I'expression finale du champ électrique dans la cavité est donné par :

E=E, sin[pnc—tjsin( pﬂijq
a a

En fonction de la valeur de p, I'amplitude du champ électrique en fonction de x prend différentes
formes. L'entier p est appelé mode propre de I'onde stationnaire.

c
23"

On remarque que la longueur d’onde des ondes pouvant existées dans la cavité est directement liée

. 2a . .
La longueur d’'onde du mode p sera donnée par : /1p =— et sa fréquence associée : fp =p

a la taille de la cavité. La distance entre deux nosuds est donnée par :

) pr n Ap
sin(kyx,)=0 = KX, =——X,=nt = X,=—a=n-" neZ peN
pTn p©n n n

a p 2
Ainsi, si un émetteur engendre une onde dans la cavité. Celle-ci va se réfléchir successivement sur les
faces de la cavité. Si sa fréquence correspond a I'une des fréquences propres, 'onde se maintiendra.
On parle d’interférences constructives. Si sa fréquence est différente, I'onde se déphasera au fur et a
mesure et au total la superposition de tous ces champs sera nulle. On parle d’interférences

destructives.
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