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Equations de Maxwell

Extrait du programme

Les équations de Maxwell sont présentées dans la partie 3. Elles permettent une premiere approche
guantitative du phénomene de propagation et, également, de revenir qualitativement sur I'induction
étudiée en premiere année.

Les lois locales de I'électrostatique relatives au potentiel constituent un support pertinent pour
procéder a une approche numérique de la résolution d’'une équation différentielle.

Notions et contenus ‘ Capacités exigibles

3. Equations de Maxwell

Principe de la conservation de la charge : | Etablir ’équation locale de la conservation de la
formulation locale. charge dans le cas a une dimension.

Ecrire et interpréter les équations de Maxwell
sous forme intégrale.

Equations de Maxwell : formulations locale et , . .
Interpréter qualitativement le lien entre

intégrale. I’équation de Maxwell-Faraday et la loi de
Faraday.

Equations de propagation des champs dans une | Etablir les équations de propagation a partir des

région vide de charges et de courants. équations de Maxwell.

Comparer une durée typique d’évolution des
sources a une durée de propagation de I'onde
électromagnétique.

Approximation des régimes quasi-stationnaires
(ou quasi-permanents).

Etablir les lois locales des champs statiques a

Cas des champs statiques : équations locales. . , .
P q q partir des équations de Maxwell.

Etablir les équations de Poisson et de Laplace de
I’électrostatique.

Equation de Poisson et équation de Laplace de | Approche numérique : mettre en oeuvre une
I'électrostatique. méthode de résolution numérique pour
déterminer une solution a I'équation de Laplace,
les conditions aux limites étant données.
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2 Equations de Maxwell dans le vide
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2.2 Formes intégrales et interprétation
2.3 Equations de Maxwell dans une région vide de charges et de courants
3 Approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS)
3.1 Conditions de validité
3.2 Equations de Maxwell dans un conducteur, dans le cadre de I’ARQS
3.3 Cas particulier des régimes stationnaires (ou permanents)
3.4 Equation de Poisson et équation de Laplace de I'électrostatique

2016/2017 Diane Cabaret de Alberti 1




Equations de Maxwell

4 Annexe : Opérateurs différentiels

4.1 Legradient

Définition :

Le gradient permet de construire un champ de — om— (om)— (om)\—
N . grad (m)=| — |u, +| — |u, +| — |u,

vecteur a partir d’'un champ scalaire. oy ) oz

En coordonnées cartésiennes :

Interprétation physique : Le vecteur grad(m)est normal aux surfaces de niveau (m=cte). Il est

dirigé vers les valeurs croissantes de m.
Définition :

Un champ de vecteur a est dit champ de gradient si il existe une fonction scalaire m telle que:

a=grad (m)
m est appelé potentiel scalaire du champ a et est défini a une constante additive pres.
Alors pour tout contour fermé, ona: éé.cﬂ =0
r
Exemples :

En conduction thermique : j,, =—Agrad (T)

En électrostatique : E =—grad(V) = 4@& =0
r

4.2 Ladivergence

Définition :

La divergence permet de construire un champ div(a):(ai}r[@}r(a&)
scalaire a partir d’'un champ de vecteur. oy oz
En coordonnées cartésiennes :

Interprétation physique : Le signe de la divergence de a calculée en un point est lié au caractéere

convergent ou divergent des lignes de champs a partir de ce point.
Exemples :
En mécanique de fluide : écoulement non divergent si div(\}) =0

En électrostatique : les lignes de champ électrique divergent ou convergent vers leurs sources.

Théoreme de Green-Ostrogradsky :
Soit une surface fermée S limitant un volume fini V a l'intérieur duquel est défini un champ de

vecteur a . Siles dérivées partielles de a sont bornées dans V alors : @5% =”J-(divé)dv
S v

Interprétation physique : La divergence représente le flux sortant d’une surface fermée localement

par unité de volume.
Exemples :

En mécanique de fluide : écoulement stationnaire et incompressible = non divergent : @Q .dS=0
s

En magnétostatique : conservation du flux CJ.:J-)E dS=0 = (MT) div(g) =0
S

En électrostatique : (j‘j‘)E@:% = (MG) div(E):ﬁ
3 %o &o
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Equations de Maxwell

4.3 Lerotationnel

Définition :
Le rotationnel permet de construire un champ de vecteur a partir d’'un champ de vecteur.
En coordonnées cartésiennes :

- oa, \— — (oa —
rot(a): %, %y u, + L u, + By %y u,
oy oz oz 0oX oX oy

Interprétation physique : Il exprime la tendance qu'ont les lighes de champ d'un champ vectoriel a

tourner autour d'un point.

e € ¢

. . , L . — (= 0 0 0

Moyen mnémotechnigue : (en coordonnées cartésiennes) : rot(a) =l— — —
ox oy oz

X a‘y az

Définition :

Un champ de vecteur b est dit champ de rotationnel si il existe un vecteur a tel que:b= Bf(a)

a est appelé potentiel vecteur du champ b et est défini a un gradient prés.

Alors pour toute surface fermée, on a :@5.@ =0
S

Exemples :
En mécanique de fluide : écoulement non rotationnel si rTTr(Q) =0
En magnétostatique : les lignes de champ magnétique tournent autour de leurs sources.

En électromagnétisme : B= Tot(ﬂ) = #@.@ =0 avec A le potentiel-vecteur (Hors programme)
z

Théoréme de Stokes :
Soit une surface ouverte S s’appuyant sur un contour fermé C dans une région de I'espace V ol

est défini un champ de vecteur a, alors : Sf)é-(ﬂ =ﬂfot(é)£
C S

Interprétation physique :

Le rotationnel représente la circulation le long d’un contour fermé localement par unité de surface.

Exemples :

En électrostatique : (.‘.)Ea =0 = ﬁ(ﬁ) =0
r

En magnétostatique : @EJ =l = ﬁ(g) =]
r

4.4 Lelaplacien

Définition :

Le laplacien permet de construire un champ
scalaire a partir d’'un champ scalaire.
En coordonnées cartésiennes :

Le laplacien permet aussi de construire un champ
de vecteur a partir d’'un champ de vecteur.
En coordonnées cartésiennes :

Am| @M (o°m) (o°m
o) | oy? o’

Z(é) =(Aa, )u, +(Aa, )u, +(Aa, )u,
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Ligne_de_champ

Equations de Maxwell

Interprétation physique :
L'équation de Laplace Am =0 traduit le fait que la solution m est toujours égale a sa moyenne prise
sur un voisinage. Par exemple, la hauteur d'une membrane attachée par son bord satisfait I'équation

de Laplace. Ceci traduit le fait que la hauteur de la membrane en un point est toujours égale a la
moyenne des hauteurs sur un petit cercle centré en ce point.

Exemples :

En conduction thermique : équation de la chaleur en régime stationnaire (3D)
2

AT—%G—Tzo = AT=0 = Z—Izo = T(X)=Ax+B
X

En électrostatique : équation de Laplace AV =0

4.5 Identités vectorielles
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5 Questions de cours

1) Donner les expressions en coordonnées cartésiennes des opérateurs: gradient, divergence,
rotationnel et laplacien.

2) Démontrer le principe de conservation de la charge en unidimensionnel et I'énoncer en 3D.

3) Donner les quatre équations de Maxwell dans le vide (nom et formulation).

4) Etablir les lois intégrales des champs statiques a partir des équations de Maxwell.

5) Etablir le lien entre I'équation de Maxwell-Faraday et la loi de Faraday.

6) Ecrire et interpréter les équations de Maxwell sous forme intégrale.

7) Qu’appelle-t-on courant de déplacement ? Quelle est son origine physique ?

8) Définir I'approximation des régimes quasi stationnaires. On comparera une durée typique
d’évolution des sources a une durée de propagation de I'onde électromagnétique. Comment se
simplifie les équations de Maxwell dans un conducteur ?

9) Comment se simplifie les équations de Maxwell dans le cadre d’un régime permanent ?

10) Etablir les équations de Poisson et de Laplace de I'électrostatique.

6 Exercices

6.1 Calcul d’'une densité de charge
Déterminer la densité volumique de charge p(x) correspondant au champ électrique suivant :

— X - — — — —
E:anuX pour—a<x<a ; E=Eyux pourx>a ; E=-Ejux pourx<-a

6.2 Etude d’'un champ électrique a distribution cylindrique

Soit le champ E 3 symétrie cylindrique, défini en coordonnées cylindriques par :

ro. .
E,=E,— si r<r, E, =E,2 si r>r
r0 r

1) Déterminer les lignes de champ. Comment varie E le long d’une ligne de champ ?

2) Calculer divE en tout point. Pour un champ radial en coordonnées cylindriques, quelle loi de
dépendant avec r permet d’assurer une divergence nulle ?

En coordonnées cylindriques : divaz1 ora, +l %y + %,
rior r\ oo oz

3) Exprimer, par deux méthodes différentes le flux ¢=HE-£, ou X est un cylindre d’axe Oz, de
z

hauteur h et de rayon r.

4) Si E estun champ électrostatique, a quelle distribution de charges le probléme correspond-il ?
5) Que vaut le rotationnel de ce champ ?

}@_%j;+(aar _aazjﬁ+(1 ora, laa,ja

ro0 oz )" \eaz or )’ \ror roo)-:

En coordonnées cylindriques : rota=
ror roo

6.3 Champ magnétostatique tourbillonnaire
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Soit le champ vectoriel W défini en coordonnées cylindriques par :

W, =0

W, :WOL si r<ry, W, =W0r—° si r>r,

r r

W, =0
1) Justifier I'appellation de champ de tourbillon.
2) Exprimer la circulation de W sur le cercle de centre O d’axe Oz et de rayonr.
3) Calculer en tout point rTﬁ(VV), puis vérifier le résultat du 2) par application du théoréme de
Stokes.
4) Calculer la divergence du champ en tout point.

5) Si le champ étudié ici est un champ magnétostatique : quelle est la distribution de courant
correspondante ?

6.4 Champ électromagnétique
On considere une situation dans laquelle le champ électrique s'écrit : E(X,t) =k, COS(a)t - kX)l,TX

En déduire I'expression du champ magnétique. Puis calculer séparément les densités de charge et de
courant et vérifier la relation qui les lie.

6.5 Courants électriques et courants de déplacement

On se place dans un milieu ohmique de conductivité y (]:yE), en régime sinusoidal forcé de

fréquence v.
1) Montrer que m >‘E‘ pour peu quev <V, . Exprimer v en fonctionde ¢, et .
2) Application numérique :

- dans le cas du cuivre (y = 5,8.1O7S.m’l) ;

- dans le cas de I'eau (¥ =1,0.10°S.m™).

6.6 Piege électrostatique
On considere une région de |'espace, vide de charges, dans laquelle regne un potentiel :

V (X, y,z):Z—g(x2 +y? —222)

V, est une grandeur positive, a désigne une longueur caractéristique du probleme.

1) Vérifier I’équation de Poisson.
2) Sur I'axe Ox , quelle est la loi de variation du potentiel avec I'abscisse ? Que représente la quantité

oV , L oV
—, ? Commenter son signe et comparer a celui obtenu pour —-.
OX 0z

3) Déterminer le champ électrique a I'origine du repére. Si I'on place une particule de charge g, en

ce point, est-elle en équilibre stable ?
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